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1.　はじめに

電子顕微鏡をはじめとする電子・イオンビーム鏡筒の設計

に数値シミュレーション法は不可欠のツールとなっている．

電子光学特性を計算できるいくつかの市販ソフトも入手で

き，レンズ系の設計にひろく用いられている 1,2）．シミュレー

ションソフトがレンズ系開発において非常に有効な手段と

なっている大きな理由は，計算結果として焦点距離や倍率，

収差係数といった“光学パラメータ”が提供されることにあ

る．単に荷電粒子の軌道を計算するのではなく，直接に光学

特性を示す指標が得られるため，設計したレンズ系がどのよ

うに機能するのか容易に把握できる．これが可能なのは，言

うまでもなく，「近軸軌道計算法（+収差論）」というしっか

りした理論ベースが確立されていることに依っている．

一方，電子銃部設計に対する数値シミュレーション法の適

用を見てみると，満足できる方法論に基づいているとは言い

難い．確かに ray-trace によって陰極表面から多数の軌道を計

算しそこからクロスオーバ（電子源）の特性を導き出す試み

はなされている．しかしながら，レンズ系の解析と比べ計算

量は膨大であり，もっと重要なことには計算結果の解釈法が

必ずしも明快でないことが多い．これは電子銃の特性解析に

は近軸軌道計算法が適用できないとされてきたことによる．

陰極表面から出射される電子は光軸に対して大きな角度を

持つ．このため近軸軌道近似が初めから破綻してしまう．電

子銃解析に近軸軌道計算法は適用できない，よって電子銃を

レンズ系特性の解析で用いられているような“光学パラメー

タ”で特徴づけることは難しいとされていた．しかしながら

図 1に示すような三極電子銃内の陰極からの軌道を見ると

クロスオーバは陰極の“後焦点面”に相当しているように見

える．筆者らは近軸軌道計算法をなんらかの工夫で非近軸軌

道解析（「擬近軸軌道」と呼ぶのがもっと精確かもしれない）

にまで一般化し，電子銃特性を鏡筒設計者に理解しやすい光

学パラメータを使って表現する方法について考察してき

た 3 ～ 5）．本講座ではそのために導入した「正準写像法」とい

うコンセプトと，この方法論に基づいて開発を行った電子銃

特性解析ソフト G-optk についての紹介を行う．

2.　正準写像法（CMT法）と主要光学パラメータ

陰極から出射された電子銃内の電子軌道のふるまいを特徴

づけるため，まず「正準写像法」という考えを導入する 3）．

図 2を用いて原理を説明する．陰極表面から変位 ξ，光軸とξξ

の角度 αの初期条件で出射される電子軌道を考える．初期エ

ネルギーは Φ0(eV) とする．電子は電子銃内の電磁界分布に

従って加速されながら飛行し最終的に場が 0 となるところに

置かれた参照面を通過する．参照面での軌道変位を η，角度

を βとする．電子源特性を考えるときには，放出軌道からク

ロスオーバ面まで漸近線を引いて考えると便利である．クロ
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スオーバ面での軌道変位を ηc とする．正準写像法は電子銃

内軌道の初期条件（陰極からの出射条件）とクロスオーバ条

件とを関係づけることで電子銃特性を把握しようという試み

である．このとき軌道の傾斜を示すパラメータとして tan で

はなく，sin をとるところがポイントとなる．次のような

2D-2D マッピング（写像）を考えることができる：

(ξ, ξξ u = sin α) → (ηc, ν = sin β)．

図 3にこのマッピングを図表示したもの（CMT ダイアグ

ラム）を示す．図 1に示す三極電子銃モデルを用いて，あ

る初期条件範囲（ξ,ξξ u = sin α）について軌道計算した結果を

まとめたものである．写像によって（ξ,ξξ u）座標系が（ηc, ν）

座標系に対応づけられる様子を表したもので，一見して従来

から電子源の特性把握に用いられてきたエミッタンス図との

類似が明らかであろう．ダイアグラムの横幅はクロスオーバ

（電子源）の大きさを与え，縦長は放出ビームの角度ひろが

りを表している．

軌道傾斜の指定に tan ではなくあえて sin を用いる理由は

何であろうか？それは軌道パラメータに（ξ,ξξ u = sin α），

（ηc, ν = sin β）を採用すると以下の関係式が厳密に成立する

ことを利用できるからである：

0

1

c c

u u
η ν η ν
ξ ξ

∂ ∂ ∂ ∂ Φ
− =

∂ ∂ ∂ ∂ Φ ． （1）

（1）式は解析力学で“Lagrange の微分不変量”として知

られる一般的に成立する関係式である 6）．軌道傾斜の指定に

tan を使うと（1）式のような簡単な関係式を導くことはで

きない．

（1）式を満足する最も簡単な2D-2Dマッピング（ξ,ξξ u = sin α）

→（ηc, ν = sin β）は線形写像

0 1( , ) /c u f uη ξ = Φ Φ ， （2.1）

( , ) /u f muν ξ ξ= − + ， （2.2）

図 1　三極電子銃モデルと陰極軌道によるクロスオーバーの形成

図 2　正準写像法に用いる軌道パラメータ

図 3 CMT ダイアグラムの例
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である．図 3に示すダイアグラムでも原点付近では線形写

像近似がおおよそ成立しているようすが分かる．

ηc, νを与える式（2.1），（2.2）はそれぞれ勝手な係数をと

ることはできない．関係式（1）を満たす必要があるからで

ある．あと述べるように，このことが電子源特性を数個の光

学パラメータによって特徴づけることを可能にしている．

2D-2D マッピングの線形写像近似はレンズ系特性解析にお

ける近軸軌道近似に相当し，その係数に現れるパラメータ f，ff

m を主要（一次）光学パラメータとして電子源特性の把握

に用いることができる．

正準写像法に現れる各種の光学パラメータのうち最も重要

なものが“電子銃焦点距離”f である．その定義を図解した

ものを図 4に挙げる．陰極面（曲面でもよい）で変位 ξから

垂直出射した電子軌道が参照面で光軸となす角を βとすると

き電子銃焦点距離は次のように定義される：

0

sin 0

1 sin

lim

f ξ

α

β

ξ→

=

∂

= −

∂

． （3）

電子銃焦点距離 f は陰極面から垂直出射する軌道，つまり

初期方向が光軸となす角が小さな軌道のみを使って求められ

ることに注目されたい．電子銃焦点距離の導出には近軸軌道

計算法が使用できることをが示唆されている．

クロスオーバ面での変位 ηc は（2.1）式によると軌道が陰

極面で持つ初期角度 α（u = sin α）に依存しているが，比例

係数は上で求めた電子銃焦点距離とビームの加速比で与えら

れる．つまり近軸条件を満たす軌道（垂直出射軌道）から得

られる光学パラメータ（電子銃焦点距離）を使って電子源特

性の主なるものが導出できることになる．

その定義から電子銃焦点距離 f は光軸まわりの限定された

陰極面から出射された電子ビームがどの程度の立体角にひろ

がるのかを与える．これは電流角密度に関係する．また，ク

ロスオーバ面での変位 ηc は電子源の大きさに関係している

ことは明らかであろう．結局，電子銃の電子源特性を特徴づ

けるクロスオーバ径（電子源の直径）dcod や電流角密度 JΩJJ は

電子銃焦点距離 f を使って以下のように与えられることが分

かる 7）：

12 /cod f kT e= Φ ， （4.1）

2
sJ f jΩ = ． （4.2）

ここで，T は陰極温度，jsjj は陰極電流密度である．

3.　近軸軌道計算法の非近軸軌道解析への展開

前節で原点近傍における CMT ダイアグラムのふるまいは

線形写像でよく近似できること，また線形近似に現れる係数

を光学パラメータとして用いることで電子源径や電流角密度

といった主要電子源特性を導き出せることを説明した．ここ

では正準写像の線形近似からのずれ（つまり収差項）を 3 次

多項式を使って考慮すればもっとひろい範囲に渡って CMT

ダイアグラムを再現できることを示そう．3 次多項式の係数

を求めるのに一般化近軸軌道計算法を用いる．

CMT ダイアグラムの 2D-2D マッピング (ξ, ξξ u) → (ηc, ν) を

以下のように 3 次多項式で近似することを考える：

( )
0 1

3

, /
k l

c k

k l

u f u a uη ξ ξ

+ =

= Φ Φ + ∑ l
， （5.1）

3

( , ) / k l
kl

k l

u f mu b uν ξ ξ ξ
+ =

= − + + ∑ ． （5.2）

詳しい計算法は原論文 8）に譲るが，一次特性を決める光

学パラメータ f, ff m も含めて（5）式に現れる係数は通常の近

軸軌道計算法とほとんど同じ手法を用いて計算することがで

きる．軸上ポテンシャル分布からまず近軸軌道方程式を解き

2 つの基本軌道 g(z(( ), h(z(( ) を求める．g(z(( ) 軌道は陰極面から垂

直出射される軌道に，h(z(( ) 軌道は軸上から角度をもって放出

される電子軌道に対応するものである．クロスオーバー座標

zco は条件，g(z(( co) = 0 によって与えられ，電子銃焦点距離は

−1 / f = g'(z(( co) と な る． ま た，m = h'(z(( co) で あ る．Helmholtz

の関係式を使うと 0 1( ) /coh z f= Φ Φ となることが導出でき

る．これを（2.1）式と合わせて考えると，h(z(( ) 軌道は，従

来型の近軸軌道方程式を「h'(z(( 0) = 1」という初期条件で積分

した解であるにもかかわらず，その軌道は u = sin α = 1 とい

う陰極条件に対応するものとなっている．つまり，陰極から

光軸と垂直（α = π / 2）に出射された電子軌道のふるまいを

表すことになる．この奇妙な現象については次セクションで

議論する．

3 次項係数（収差係数）akl, bkl は従来型近軸軌道計算法で

用いられる収差積分と同様の積分を行うことで求めることが

できる．ただし積分範囲は，クロスオーバ面が後焦点面に対

応することを考慮して，陰極面から後焦点面（クロスオーバ

面）までとする必要がある．結局のところ，CMT ダイアグ

ラムを 3 次幾何収差まで考慮する（5.1），（5.2）式の多項式

で近似しようとするとき，全ての多項式係数は従来型の近軸

軌道計算法を用いて計算することができるのである．このよ

うにして多項式係数を得たあとで軌道傾斜パラメータ，u を

tan から sin に変更すると初期出射角の大きな軌道にも適用図 4　電子銃焦点距離の定義

【著作権者：社団法人 日本顕微鏡学会】
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可能となる．これが一般化近軸軌道計算法のエッセンスであ

る．その物理的根拠は，上記の h(z(( ) 軌道の解釈とも関係し

ており，次セクションで詳しく議論することにする．

図 1の三極電子銃モデルについて一般化近軸軌道計算法

を用いて特性解析を行った結果を図 5に示す．図 5（a）に基

本軌道を示す．ウェネルト前方に実クロスオーバが形成され

ることが g(z(( ) 軌道のふるまいから分かる．図 5（b）に一般化

近軸軌道計算法を用いて求めた CMT ダイアグラム（実線）

と初期条件を合わせて ray-trace した結果から求めたダイア

グラム（丸印）を示した．前者ではまず（5）式に示す多項式

の“係数”が計算され，しかる後に初期条件（ξ,ξξ u）を代入

してダイアグラムを描いている．収差の影響を含めて両者の

ふるまいは良い一致をみせている．注目して欲しいことは一

般化近軸軌道計算法で入力データとして与えているのは軸上

ポテンシャルのみという事実である．ray-trace 結果と合わせ

るためのフィッティングパラメータなどは一切用いていない．

ビームが光軸から大きくはずれず，電子軌道の“変位”が

小さい限り，軸上電位とその微分形から得られるポテンシャ

ル分布：

2 4
(4)( ) ( ) "( ) ( )

4 64
r r

r z z zφ = Φ − Φ + Φ +…， （6）

は軌道の通過する領域の電界分布を精度よく再現する．軌道

の“初期傾斜”の問題（陰極面で軌道が光軸と大きな角度を

なすこと）については，軌道傾斜の指定に sin を取ることで

対処できる．このため近軸軌道計算法を用いて電子銃内軌道

の評価が精度よく行えるのである．

多項式近似（5）に現れる 3 次係数のうちダイアグラムに

S 字カーブ曲率を与えるものを“球面収差係数”CsgC とした．

これはレンズ系の持つ球面収差と同様の影響をビーム系に与

える．この係数が大きいとビームの受入れ角をひろげるに

従って電子銃の見かけの電子源径は本来の大きさよりもひろ

がってしまう．一般化近軸軌道計算法では球面収差係数 CsgC

も光学パラメータとして与えられるため設計者は電子銃の性

能を即座に評価できる．

4.　軌道傾斜角を sinで指定する物理的な根拠

従来型の近軸レンズ理論とほとんど変わらない手法で近軸

軌道・収差積分計算を行い，最後に軌道傾斜を指定する変数

を tan → sin と変更するだけで近軸軌道計算法の適用範囲が

陰極表面から出射されるような大傾斜角度の軌道にまで拡大

できることは不思議に思われるかもしれない．数学的に厳密

な議論については原論文 8）をあたっていただくとして，本稿

ではその物理的な意義づけをしてみたい．

以下では議論の論点を明瞭にするため陰極近傍付近に一様

な電界 F = Φ'0 が存在するものと仮定する．図 6に初期エネ

ルギー W（eV）を持って光軸とさまざまな角度をもって出

射される電子軌道のふるまいを模式的に示した．一様な電界

F = Φ'0 中を運動する電子は放物線軌道を描く．放物線の

“開き具合”は出射電子のもつ横方向（光軸と垂直方向）の

運動量 22 sintp meW α= で決まる（αは出射角）．つまり

横方向運動量が等しい軌道はすべて同形の放物線を描くこと

になる．放物線の形（開き具合）は横方向運動量のみで決ま

るが，その頂点位置は出射点（陰極面）での軸方向運動量
2

2 cos 2
z z

p meW meWα= = に依存する．軸方向運動量が

大きくなるほど頂点位置 z0 は陰極面より負側にずれていく：

z0 = −WzWW /Φ'0． （7）

従来型の近軸軌道計算法ではこの軸方向初期運動量（エネ

ルギー）に依存した“頂点の移動”に対応することができな

かった．

裏・鷹岡 9），および下山ら 10）は陰極付近の放物線軌道に対

して適当な頂点移動を与えるため近軸軌道方程式の初期エネ

ルギーに全エネルギー W ではなく軸方向エネルギー WzWW を採図 5 一般化近軸軌道法による電子銃内軌道特性の解析例

【著作権者：社団法人 日本顕微鏡学会】
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用することを提案した（本節では電子の初期エネルギーを

Φ(z(( ) に含めない，Φ0 = 0 とする）：

'( ) "( )
"( ) '( ) ( ) 0

2{ ( ) } 4{ ( ) }z z

z z
U z U z U z

z W z W
Φ Φ

+ + =
Φ + Φ +

． （8）

陰極付近に一様電界がかかる場合には原点から出射する近

軸軌道解として次のものが得られる：

0 0( ; ) ( / ' ) / 'z z zH z W z W W= + Φ − Φ  （9）

近軸軌道解（9）はちょうど必要な分だけ頂点が移動され

た放物線軌道になっていることが分かる．このため初期エネ

ルギーに軸方向エネルギーを用いると放出角の大きな陰極軌

道でもよい近似が実現できるのである．問題は近軸軌道方程

式（8）が全エネルギーではなく軸方向エネルギーを用いて

いるため収差の計算につながらない，軌道の出射角度に近軸

基本軌道 H(HH z(( ;WzWW ) が依存することである．

次に裏・鷹岡，下山らの計算法と一般化近軸軌道計算法の

考え方を比較する．図 7に 1）裏・鷹岡，下山ら，2）従来

型近軸軌道計算法，3）一般化近軸軌道計算法における陰極近

傍近軸軌道を比べた．第 1 の方法では前述したように近軸軌

道で表される放物線軌道の頂点を適当量だけ移動することに

よって現実の陰極軌道を精度よく再現している．出射点の放

出角 αおよび，横方向運動量 2 tan 2 sint zp meW meWα α= =
の両方を実際の軌道に合わせることができる．

従来型近軸軌道計算法では近軸軌道方程式に用いる初期エ

ネルギーは全エネルギー W となる（（8）式で Wz → W とす

る）．この近軸軌道方程式から得られる放物線軌道の頂点は

z0 = −W /Φ'0 となり実際軌道の頂点，z0 = −WzWW /Φ'0 とずれる．

このため近軸軌道の出射角度を実際の放出角 αに合わせると

横方向運動量は， 2 tantp meW α= となり放出角の大きな場

合誤差が大きい．近軸軌道は実際軌道よりも開き具合の大き

なものとなり，放出角が増大するにつれてずれは急速にひろ

がってしまう．

一般化された近軸軌道方程式では従来型と同じく全エネル

ギー W を用いる．相違点は近軸軌道の割り当ての際に初期

放出角 αを合わせるのではなく，横方向運動量 pt を合わせ

る点にある．つまり実際軌道のもつ横方向運動量

2 sintp meW α= と同じものをもつ近軸軌道を割り当てるの

である．近軸軌道の放出角は実際のものとは異なってくるが，

軌道全体を見たときには実際軌道をよく近似できている．出

射角度のずれは「収差」項で補償する．

このように近軸軌道の「割り当て」の際には必ずしも軌道

の初期条件（出射位置と放出角度）を合わせるのではなく，

全体を見比べたときに実際軌道をよく近似できる近軸軌道を

選ぶ方が有利である，というのが一般化近軸軌道計算法の考

え方である．摂動特性関数を用いた収差計算法（変分法）で

は，摂動軌道（収差まで考慮した際に得られる軌道）は必ず

しも近軸軌道と同一の初期条件を持つ必要はなく，近軸軌道

の割り当ての際により大きな自由度を与える数学的表式と

なっている 8）．

5. G-optkプログラム

一般化近軸軌道計算法をベースに電子銃特性解析ソフト

G-optk（ジー・オプティック）を開発した．図 8にプログラ

ムのユーザーインターフェースを示す．インターフェースは

「計算条件指定」「近軸基本軌道表示」「CMT ダイアグラム表

示」の 3 つのウィンドウから構成される．軸上ポテンシャル・

ファイル（計算には別途電磁界計算ソフトが必要）を指定し，

その配置や実際の印加電圧を入力し，陰極面の位置，初期エ

ネルギーを与えてプログラムを実行すると，軸上電位分布，

近軸基本軌道が「近軸基本軌道表示」ウィンドウに，また

CMT ダイアグラムが「CMT ダイアグラム表示」に現れる．

光学パラメータのうち主だったものは「計算条件指定」ウィ

ンドウに表示される．

電子銃設計を行う場合，光学パラメータから（4）式など

図 6 陰極近傍での放物線軌道 図 7 近似軌道の割り当てについて

【著作権者：社団法人 日本顕微鏡学会】
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を用いて電子源特性を計算する必要が出てくる．例えばクロ

スオーバ径をウェネルト電圧の関数として求めたいときなど

がこれに当たる．G-optk プログラムは一連の光学パラメータ

計算結果を csv ファイルに保存することができる．Excel な

どの表計算ソフトを使って簡単な後処理をすれば所望の結果

を得ることができる（図 9参照）．

近似軌道計算法との相性から G-optk プログラムの解析対

象は当初は平面陰極電子銃に限定されていた．しかしその後

の考察によってポイント型陰極など凸曲面陰極を持ったエ

ミッターにも本手法は適用可能であることが分かった 11）．ま

た評価面をクロスオーバ面から像面に切り替えるだけで

Low Energy Electron Microscope など陰極レンズの結像特性

の解析を行うこともできる 12）．現在，これらの機能拡張を順

次，行っている．

6.　まとめ

近軸軌道計算法を拡張し陰極面から光軸と大きな初期角度

を持って出射される電子銃内軌道の解析を可能とした．一般

化を可能にしたキーポイントは軌道傾斜の指定に tan の代わ

りに sin を用いるようにした点にある．新しい軌道パラメー

タを使うことによって，陰極面での軌道初期条件（軌道変位

と傾斜）とクロスオーバ面での軌道条件を 3 次多項式による

写像で精度よく関係づけられることが分かった．3 次多項式

の係数は近軸軌道方程式ならびに収差積分法によって求める

ことができる．係数のうちいくつかは電子銃特性の把握に有

用な“光学パラメータ”として使用することができる．この

うち 1 次特性として得られる“電子銃焦点距離”は特に重要

で，電子源のクロスオーバ径や電流角密度の評価に用いるこ

とができる．

一般化近軸軌道計算法で傾斜角の大きな軌道に対応できる

理由を考察した．陰極面近傍の電子軌道は放物線となるが出

射時の軸方向運動量に依存してその頂点位置が移動する．し

かしながら従来の近軸軌道方程式の解は頂点移動を再現でき

ない．一般化近軸軌道計算法では実際軌道と出射角度は異な

るが横方向運動量が等しい放物線軌道を対応させることで，

傾斜角が大きな場合でも実際軌道により近い近軸軌道の割り

当てを実現している．

一般化近軸軌道計算法に基づいて電子銃特性解析ソフト

G-optk（ジー・オプティック）を開発した．プログラムは軸

上電位・磁束密度分布から近軸基本軌道および種々の光学パ

ラメータの計算を行うことができる．電子鏡筒設計者が電子

銃の物理的イメージをこれまでになく明快かつ迅速に把握す

るためのツールとして活用できる．
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図 8 G-optk プログラムのユーザーインターフェース

図 9 csv 出力ファイルを使ったデータの後処理例
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