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1.　はじめに

筆者は，CT（コンピュータ・トモグラフィー）において

測定した投影データから断層像を生成する画像再構成法を専

門とする研究者である．CT 技術における長年の未解決問題

として，1）投影方向数が制限された少数方向投影データか

らの画像再構成，2）角度欠損がある不完全投影データから

の画像再構成，3）線量を落として（または露光時間を短く

して）測定した SN 比が低い投影データからの画像再構成，

が挙げられる．これらの問題が解決されれば，医療用 CT で

は低被曝化・測定時間短縮・高画質化，また電子線トモグラ

フィーでは測定時間短縮・試料損傷低減などの様々な長所が

生まれる．そこで，歴史的にこれらの問題を解決するために

膨大な数の研究が行われたが，2000 年代中盤までは解決が

困難であると考えられてきた 1,2）．

これに対して，2006 年に Donoho や Candes らにより圧縮

センシング（Compressed Sensing, CS）と呼ばれる不足した

測定データや SN 比が低い測定データから高精度または厳密

な信号（画像）復元を行う逆問題の新解法が考案され，上述

の問題が解決できる見通しが出てきた 3,4）．医療用 CT の分野

では，Donoho や Candes らの論文が発表されてから直ちに

膨大な数の CS 画像再構成に関する研究が行われ，例えば X

線量を落として低被曝で撮影を行う低線量 CT の画像再構成

法として実用化されるに至った．また，電子線トモグラフィー

の分野では 2010 年以降 Midgley らや Murayama らがいち早

く CS の適用を提唱する論文を発表して，その後研究のアク

ティビティやユーザの期待は急速に増大している 5～8）．特に，

材料系電子顕微鏡分野を牽引する Midgley らは，画像再構成

法の研究を SIRT 法から開始して，DART（Discrete Algebraic 

Reconstruction Technique）法 9），そしてその後 CS に行き着

いた研究歴をもち，成功を収めている 5,6）．更に，CS の数学

的理論に関しても体系化や性能向上が進み，幾つかの書籍も

出版されている 10～12）．

本論文では，CS に馴染みのない電子線トモグラフィー分

野の読者を対象として，CS の数学的原理を中心に平易に解

説し，更に筆者らが電子線トモグラフィーへの応用を目的と

して開発した CS 画像再構成アルゴリズム ISER（Iterative 

SEries Reduction）を紹介する．

2.　圧縮センシング（Compressed Sensing, CS）の数理

2.1　CS の原理

まず，CSを適用する典型的な例である少数方向や角度欠損

がある投影データからのCT画像再構成を想定して，CSの原

理を述べる．画像の画素値を一列に並べた J 次元ベクトルを

x，測定した投影データ（電子線トモグラフィーの場合は連

続傾斜像データ）を一列に並べた I 次元ベクトルを y，x と

y を関係づける I × J システム行列を A = {aij} で表す注 1）．こ

のとき，画像再構成は線形方程式 Ax = y を解き y から x を

求める逆問題であるが，少数方向や角度欠損がある投影デー

タしか測定できない場合には I << J となり，Ax = y の解は

無数に存在するため再構成画像 x は一意に定まらない．この

ような状況において高品質な（または厳密な）画像の復元を

可能にする逆問題解法が CS である．もちろん，投影データ

y の情報だけでは Ax = y の解は一意に定まらず，画像 x に

関する何らかの先験情報が必要となる．先験情報を用いて逆

問題の解を一意に定まるようにすることを正則化（regulariza-

tion）と呼び，CS では対象画像が『疎（スパース，sparse）』

である性質を正則化に利用する．例として，楽器音の連続波
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勾配変換に対応する W の例を示す．

次に，具体的な画像再構成の手法について述べる．CSでは，

a）Wx のどの成分が零に近く無視できるかを同定すること，

b）Wx の零成分を無視して x を復元すること，の 2 つを行

う必要がある．a）と b）を同時に単一の数学的枠組みで実

現するため，ベクトル x の L1 ノルムが疎な性質を上手く評

価できることに注目した，以下に述べる巧妙な解法が用いら

れる．ここで，パラメータ p ≧ 0 に対して，Lp ノルムとは

次式で定義されるベクトルの大きさやベクトル間の距離を評

価する量である（p をノルムの次数と呼ぶ）．
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CS の解法としては，『合成（Synthesis）型』と呼ばれる手

法と『分析（Analysis）型』と呼ばれる手法の 2 種類が存在

することが知られている 13）．どちらを利用するかは応用分野

により趣向が分かれるが，CT 画像再構成では後述するトー

タルバリエーションに代表される分析型がよく用いられるた

め，以降では分析型の解法について述べる．分析型の解法で

は，画像 x を未知数とする以下の最適化問題を解くことに

より，画像再構成を行う．

［測定データ y に雑音がない場合］

( )minimize    subject to  

p

p

W A =x x y   （3）

［測定データ y に雑音がある場合］

( ) ( )
2

2

minimize 

p

p

W Aβ + −x x y   （4）

ただし，式（3），（4）におけるノルムの次数 p の選択に関し

ては，以下に述べる理由により CS では p = 1 が好んで用い

られる．ベクトル t の次元が 2 の場合（t = (t1, t2)
T）におけ

る p = 0, 1, 2 に対応する L0, L1, L2 ノルムの等値線を図 2 に

示す．この図から分かるように，L0, L1 ノルムは L2 ノルムと

比較して座標軸から離れた疎でないベクトルを過度に大きく

評価する性質をもつ．よって，L0, L1 ノルムを用いることで，

座標軸に近い疎な解を上手く抽出することができる．また，

本来ベクトルの非零成分の個数を表すのは L0 ノルムであり，

これを用いたいが非凸関数で厳密な最小化が困難であり，ほ

とんど全ての CS では L0 ノルムを近似する凸関数の L1 ノル

ムが用いられる注 2）．式（3），（4）の定式化は，Wx が疎にな

るように罰金（ペナルティ）を課して Ax = y を解くことに

相当する．

また，式（4）において β > 0 は正則化の強さ（疎な度合い）

を調節するハイパーパラメータであり，βが大きいとアー

ティファクトや雑音の低減効果は大きくなるが画像中の小さ

な構造物が消滅しやすくなり，逆に βが小さいとアーティ

形を測定標本値の集合から再生する問題を考える．正しく波

形を再生するには，通常シャノン標本化定理に基づき細かく

標本化したデータが必要である．しかし，図 1（a）に示すよ

うに，楽器音は通常フーリエ変換した空間で少ない個数の周

波数の正弦波の和で表現される性質を利用することで，未知

パラメータの個数を大幅に削減して粗く標本化したデータか

らでも正しい再生が可能になる．この例から分かるように，

疎であるとは，x にスパーシファイ（sparsify）変換と呼ば

れる線形変換 W を施したベクトル Wx の多くの成分が零ま

たは零に近い無視できるほど小さい値をとる性質である．無

視できる成分を零とみなせば Ax = y における未知数の数を

J から少数（上手くいけば I 以下）に削減することができ，

Ax = y の解を一意に定める（または一意に定まりやすくす

る）ことが可能になる．具体的なスパーシファイ変換 W と

しては，望遠鏡で撮影した天体の画像は背景が真っ暗で非零

の画素数が少ないので恒等変換，楽器音は少数個の周波数の

正弦波の重ね合わせで表現できるのでフーリエ変換，自然画

像の場合はエッジ部を除いた同一領域内でほぼ一様な濃度値

をもつのでエッジ検出を行う濃度勾配変換やウェーブレット

変換など，扱う信号（画像）の種類により様々なものが考え

られる．以降では，スパーシファイ変換を K × J の行列 W（通

常は K ≧ J）で表し次のように表現する．

t = Wx （1）

ただし，t = (t1, t2,…, tK)T は変換係数を一列に並べた K 次元

ベクトルである（T は転置を表す）．CS では，スパーシファ

イ変換 W の選択が性能に大きな影響を与える．疎なベクト

ルに変換する効果が大きければ，未知数の数をより少数に削

減でき CS の性能は向上する．具体的な W のイメージをつ

かんでもらい以降の説明を容易にするため，図 1（b）に後述

するトータルバリエーション正則化で用いられる画像の濃度

図 1　楽器音信号と画像に対するスパーシファイ変換 W の例．

【著作権者：公益社団法人 日本顕微鏡学会】



顕微鏡 Vol. 51, No. 1 （2016）50

下のように定式化される．

まず，これまでは 3 次元画像を表すのが x であったが，以

降では説明を複雑にしないため 3 次元物体の一断面のトモグ

ラフィー画像再構成を考え，2 次元画像を x で表す．図 3 に

示すように，注目する画素 j の周囲で水平方向と垂直方向の

差分をとる演算をベクトルの内積で表現したものを，各々

x・ej
H, x・ej

V で表す（ej
H, ej

V の定義は図 3 を参照）．このとき，

画像 x の TV ノルムは次式で定義される．

( ) ( )
2 2

H V

TV

1

J

j j

j=

= +∑ i ix x e x e   （5）

即ち，画像の各画素 j の周囲で水平差分と垂直差分の 2 乗和

を求めルートをとったものを全ての画素 j について加算した

のが TV ノルムである注 3）．これは，次式のように考えてみ

ると，連続画像 f(x, y) の濃度勾配の大きさを表す関数 g(x, y)

の L1 ノルムと解釈することができ，式（3），（4）の評価関

数を拡張したものである注 4）．
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そして，雑音の有無の各々の場合について，画像再構成を次

の最適化問題として定式化する．

TV

minimize    subject to  A =x x y   （7）

( )
2

TV 2

minimize  Aβ + −x x y   （8）

TV 正則化は，画像の濃度変化が平らな部分のみを平滑化し

て，濃度勾配が大きなエッジ部を強力に保存する性質をもつ．

この性質は，式（6）において濃度勾配の大きさ |g(x, y)| を

ファクトや雑音の低減効果が小さくなる．最適な βを自動決

定する研究も存在するが，ほとんど全ての場合においてユー

ザが経験的に βを決定しているのが現状である．筆者らは，

投影データ y の値が［0.0, 1.0］の範囲に入るようにスケー

リングした後に画像再構成を行っているが，典型的な βの値

として 0.001 ～ 10.0 の範囲で上手く動作する．

次に，式（3），（4）の解を求める反復法について述べる．p  

= 1, K = J で W が直交行列の場合に限って，反復ソフトしき

い値処理（Iterative Soft-Thresholding）法と呼ばれる単純な構

造の反復法を用いて，厳密な解を求めることができる 2,10～12）．

一方，p = 1, K > J のより一般の場合に解を厳密に求めるに

は，一般化反復ソフトしきい値処理法や Chambolle-Pock ア

ルゴリズムなど数学的に高度な最新の反復法が必要とな

る 14,15）．

CSの理論的側面で興味深い問題は，測定データyに雑音が

含まれない単にデータ数が少ない状況において，不足した測

定データから数学的に厳密な画像復元が本当に可能かという

ことである．Donoho や Candes らは CS の最初の論文におい

て，システム行列 A が RIP（Restricted Isometry Property）と

呼ばれる条件を満足すれば，L1 ノルムを用いた CS により数

学的に厳密な画像復元が可能であることを証明した 3,4）．RIP

条件については，興味がある読者は原著論文を参照されたい．

2.2　トータルバリエーション正則化

CS の中にも多数の異なる手法が存在するが，CT 画像再

構成では『トータルバリエーション（Total Variation, TV）正

則化』と呼ばれる手法が最もよく用いられる．発見者の名前

にちなんで ROF（Rudin, Osher, Fatemi）モデルとも呼ばれ，

元々は雑音除去を目的に提案された手法である 16）．TV 正則

化は上述の分析型 CS の特別な場合に相当し，具体的には以

図 2　スパーシファイ変換を行った係数ベクトル t の次元が 2
の場合（t = (t1, t2)

T）における L0, L1, L2 ノルムの等値線．座標

軸から離れた疎でない点は，L1, L0 ノルムでは原点からの実際

の長さよりも等値線が中に入り込んでいるため値が格段に大き

く評価され，解として選ばれにくくなる．

図 3　TV ノルムの中で使用される水平差分と垂直差分の定義．

【著作権者：公益社団法人 日本顕微鏡学会】
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水平と垂直の 2 方向投影データから TV 正則化で画像再構成

を行えば，左画像と右画像の投影データは全く同じでかつ左

画像の TV 値は右画像の TV 値より小さいため，中央の構造

物が消滅して左画像として誤って再構成される．これは簡単

な例であるが，方向数が増えても同様な例はいくらでも作れ

る．筆者の経験でも，測定条件が悪かったり正則化を強くか

け過ぎたりした場合に，CS を適用すると小さな構造物が消

滅する事例によく遭遇した．即ち，RIP 条件が満足される特

別な場合を除いて，CS は過信しないで用いることが大切で

あると言える．筆者らは，0.001, 0.005, 0.01, …, 1.0, 5.0, 10.0

の刻みで βの値を変化させ画像再構成を行い最も自然な結果

を選び，その画像が十分な画質でない場合は CS の限界と判

断する，という考え方をとっている．

b）滑らかな濃度変化・テクスチャー・エッジの再現性

CS 画像再構成は，エッジ部を除く同一領域内の濃度値が

完全に一様である『区分的に一様（piecewise constant）』な

画像モデルを仮定することに相当する．よって，対象画像に

2 乗した L2 ノルムを使わずに L1 ノルムを使って評価してい

ることに由来する．エッジ部では |g(x, y)| の値が大きくなる

が，これを 2 乗して L2 ノルムで評価すれば（2 乗することで）

過度に大きく評価されそれを最小化しているためエッジはぼ

やけて復元される．一方，2 乗せずに L1 ノルムで評価すれ

ば小さ目に評価され最小化しても上手くエッジが保存され

る．その効果は実際の画像処理問題において驚くほど大きく

CS 最大の長所であり，『エッジ保存平滑化』または『L1 マジッ

ク』などと呼ばれる．

式（7），（8）の解を求める反復法の構築については，多く

の研究が存在する 14～19）．この問題の困難さは，TV ノルムは

一項でもルートの中が零になるような画像 x において微分

不可能な関数であることに起因する注 5）．初期の研究では，

TV ノルムを次式の微分可能な関数で近似して最急降下法な

ど微分可能最適化の手法を適用するのが主流であった．

( ) ( )
2 2

H V

TV

1

J

j j

j

ε ε

=

⎛ ⎞⎟⎜≈ + + − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ i ix x e x e   （9）

ただし，ε > 0 は小さな定数である．しかし，この手法では

TV 正則化が本来もっている上述のエッジを強力に保存する

性質が働きにくい問題があり，2000 年代後半以降は微分不

可能最適化の手法で厳密に最小化する研究が主流に方向転換

した．この周辺の研究の数は膨大であるが，高度な内容にな

り割愛する．

図 4 に，医療用胸部 CT 画像を模擬した数値ファントム（モ

デル画像）を，16 方向投影データから TV 正則化により再

構成した画像の例を示す．CT 画像再構成の標準的手法であ

るフィルタ補正逆投影（FBP）法と ART 法で再構成した画

像と比較しているが，TV 正則化の再構成画像はほぼ完全で

あり驚きの画質改善効果があることが分かる．

なお，以上の CS の説明では測定した投影データが不足し

ている状況を想定したが，式（4），（8）の定式化を用いれば

線量を落として測定した低 SN 比の投影データからの画像再

構成（雑音除去，デノイジング）にも有効である．

2.3　CS の問題点と限界

Donoho や Candes らにより CS の概念が提唱されてから約

10 年が経過して，その問題点や限界も次第に明らかになっ

てきた．以降では，CSの主要な 2つの問題点について述べる．

a）CS を過信しない

CS を用いた CT 画像再構成の研究は 2010 年頃に過熱気味

になり，たった 4 方向の投影データで厳密な画像再構成が可

能と主張する論文まで出現した 17）．これに対して，ART 法

の考案者である Herman らは，『少数方向投影データからの

画像再構成は零空間（投影データが全て零になる非零画像集

合が作る空間）の特徴づけが 1970 年代に行われており，厳

密な再構成が可能なはずがない』，という批判を行ってい

る 18）．即ち，システム行列 A は厳密な画像再構成のための

RIP 条件を満足しない．図 5 に，Herman らの主張を分かり

やすく説明する簡単な例を示す。この図において，右画像の

図 4　胸部 CT 撮影を模擬した数値ファントムの 16 方向投影

データからの再構成画像．

図 5　2 方向投影データから TV 正則化で正しく再構成されな

い例（右画像を TV 正則化で再構成すると TV 値がより小さい

左画像に誤って再構成される）．

【著作権者：公益社団法人 日本顕微鏡学会】
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の TV 正則化を用いた画像再構成法の収束が遅い理由は，同

時反復型の構造をもつためと考えられる．そこで，Row-

Action 型の反復法で収束を高速化してかつ厳密に TV 正則化

の解が求められるように改良した反復法が ISER 高速化の骨

組みである．ISER の具体的なアルゴリズム導出は，文献を

参照されたい 19）．

図 7，8 に，ISER による電子線トモグラフィー画像再構

成の例を示す．試料は Xe イオン照射を施した FePt/Al2O3 薄

膜（磁性材料）で，映っている構造物は Fe-Pt ナノ粒子であ

る 22）．TEM で測定した明視野の連続傾斜像から画像再構成

を行った．図 7 は，角度範囲が –65 ～ 65 度に制限された 32

方向連続傾斜像から再構成した一断面の画像を表している

滑らかな濃度変化やテクスチャーが存在する場合，滑らかな

変化が失われ階段状のガクガクした関数として誤って復元さ

れる問題点が発生する．それに加えて，測定条件が悪い少数

データや低 SN 比の場合には，エッジ座標が誤って推定され

エッジ部がギザギザに復元される問題点が発生する．図6に，

TV正則化によりこれらの問題点が発生した顕著な例を示す．

左側の 2 種類の数値ファントムを低 SN 比の 32 方向投影デー

タから再構成したのが右画像である．上段の例では，滑らか

な濃度変化を無理に階段状関数で近似した再構成画像になっ

ている．この問題点を解決する手法の開発は，現在における

CS の大きなテーマになっている 20）．一方，図 6 の下段の例

では，エッジ座標が誤って推定されエッジ部がギザギザに再

構成されている．

3.　アルゴリズム ISER（Iterative SEries Reduction）の紹介

最近筆者らは，ISER という名称の TV 正則化に基づく画

像再構成アルゴリズムを開発した．以降では，ISER につい

て紹介する．

まず，ISER とは，既存の TV 正則化は反復法の収束が遅

く計算量が膨大になる問題点を解決して，約 100 倍の収束の

高速化を図った新手法である．具体的には，以下の考え方で

高速化を実現している．式（7），（8）の形に定式化した CT

画像再構成に用いる反復法の構造は，全ての投影データを同

時に用いて画像更新を行う同時反復型（SIRT 法はこれに属

する）と投影データを部分データ（ブロック）の集合に分割

してブロック毎に画像更新を行う Row-Action 型またはブ

ロック反復型（ART 法はこれに属する）の 2 種類が存在す

る 2）．Row-Action 型の反復法は，投影データのアクセス順序

を工夫すると高速に収束することが知られている 2,21）．既存

図 6　CS で滑らかな濃度変化やエッジが上手く再現できない

画質限界を示す例（低 SN 比の 32 方向投影データから TV 正

則化で再構成すると，滑らかな濃度変化は階段状に，エッジは

ギザギザに再構成される）．

図 7　Fe-Pt 試料の電子線トモグラフィー実連続傾斜像（測定

角度範囲 –65 ～ 65 度，方向数 32）から再構成した断面像の比

較（構造物はナノ粒子，傾斜像は白黒反転して表示）．

図 8　Fe-Pt 試料の電子線トモグラフィー実連続傾斜像（測定

角度範囲 –65 ～ 65 度，方向数 13）から再構成した 3 次元画像

のボリュームレンダリング画像（構造物はナノ粒子）．

【著作権者：公益社団法人 日本顕微鏡学会】
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ムを全スライスについて加算する手法，2）スライス間の差分も考

慮して式（5）を拡張した 3 次元画像の TV ノルムを使用する手法，

の 2 種類がある．筆者らは簡便な 1）の手法を用いている．

注 4） 式（6）において g(x, y)≧0であるため第 2 式の絶対値記号は不

要であるが，L1 ノルムであることを気づかせるため意図的につけた．

注 5） ||x||TV の第 j 項は [(xj + 1 – xj)
2 + (xj + N – xj)

2]1/2 であり，xj + 1 に

関する偏導関数は (xj + 1 – xj)/[(xj + 1 – xj)
2 + (xj + N – xj)

2]1/2 となり xj =  

xj + 1 = xj + N の座標（つまり x・ej
H = 0, x・ej

V = 0 となる画像 x）に

おいて不連続（どの方向からその座標に近づくかで微係数が –1 と

+1 の場合が存在）となり微分できない．同様に計算すると，同じ

座標で xj + N と xj の偏導関数も不連続となり微分できない．
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（傾斜像は白黒反転して表示している）．FBP 法と ART 法の

再構成画像と比較しているが，ISER では滑らかな濃度変化

やテクスチャーが失われている反面，角度欠損による縦軸方

向の形の歪み，粒子境界のぼやけ，ストリークアーティファ

クトはなく粒子形状が鮮明に再構成されている．図 8 は，13

方向連続傾斜像から再構成した 3 次元画像をボリュームレン

ダリングした画像を表している．FBP 法で顕著に現れるス

トリークアーティファクトが ISER では少なく，全データの

131 方向連続傾斜像から再構成した画像に近く粒子形状が再

構成できている．

上述の実データの画像再構成（32 方向連続傾斜像）にお

ける計算時間は，Core i7-3770 3.4 GHz CPU を搭載したデス

クトップ PC を用いて，FBP 法が 35（min），高速化を行わ

ない同時反復型の TV 正則化である一般化反復ソフトしきい

値処理法が 1,959（hour），ISER が 21.67（hour）であった．

FBP 法や SIRT 法と比較すると計算時間が長いものの，図 7，
8 で示した絶大な画質改善効果をもつ CS 画像再構成を，

ISER の開発によって実用可能な計算時間にまで大幅に短縮

することに成功した．

4.　まとめ

本論文では，電子線トモグラフィー分野において今後研究

開発や実用化が進むと予想される，CS を用いた CT 画像再

構成について解説した．また，最近筆者らが開発した電子線

トモグラフィー用途の CS を用いた画像再構成アルゴリズム

ISER を紹介した．読者の方々の役に立てば幸いである．
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注

注 1） 電子線トモグラフィーにおいて M × M 画素の L 枚の連続

傾斜像から N × N × N 画素の 3 次元画像を再構成する場合，ラス

タ走査で N × N × N 個の画素値を一列に並べた J = N × N × N

次元ベクトルが x，M × M × L 個の測定値を一列に並べた I =  

M × M × L 次元ベクトルが y になる．画素数 N は，画像再構成に

先立ってユーザがどの程度の空間分解能のトモグラムが必要かを考

慮して決定する．

注 2） Lp ノルムは p ≧ 1 の場合には極小解が存在しない最小化が容

易な関数となり，このような関数を凸関数と呼ぶ．一方、0 ≦ p < 1

の場合には極小解が存在する関数となり，このような関数を非凸関

数と呼び厳密な最小化は大変難しくなる．例えば，p = 1 で次元が 2

の場合，式（3）は直線 c1 t1 + c2 t2 = y 上で |t1| + |t2| を最小化する

問題，式（4）は β(|t1| + |t2|) と (c1 t1 + c2 t2 – y)2 の和を最小化する

問題となり，凸関数の最小化問題である．一般の J 次元でも同じで

あり，p = 1 を用いれば極小解に陥る心配は不要である．

注 3） 3 次元画像再構成の場合には，1）2 次元断面画像の TV ノル

【著作権者：公益社団法人 日本顕微鏡学会】




